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ЕВОЛЮЦІЯ АЛГОРИТМІВ ОПТИМАЛЬНОГО РОЗДІЛЕННЯ ДВОХ ВЗАЄМНО 

НЕОРТОГОНАЛЬНИХ СИГНАЛІВ ДВІЙКОВОЇ ФАЗОВОЇ МОДУЛЯЦІЇ 
 
Виконаний огляд результатів розвитку методики синтезу алгоритмів розділення-

демодуляції двох взаємно неортогональних на довжині інформаційного тактового інтервалу 
сигналів двійкової фазової модуляції, синхронних та асинхронних за тактовими точками, з 
неперервним та переривчастим випромінюванням. Еволюція алгоритмів оптимального 
розділення двох взаємно неортогональних сигналів двійкової фазової модуляції має наступну 
послідовність: сигнали є взаємно синхронними за тактовими точками (канал зв’язку – з 

постійними параметрами, несівні коливання представлені функціями  1,2s t , інтегрованими з 

квадратом; сигнали є взаємно синхронними за тактовими точками, другий сигнал, що заважає 
– переривчастий; сигнали є взаємно асинхронними за тактовими точками; сигнали є взаємно 
асинхронними за тактовими точками, другий сигнал, що заважає – переривчастий; сигнали є 
взаємно синхронними за тактовими точками, обидва сигнали – переривчасті. При цьому за 
критерій оптимальності передбачався мінімум імовірності помилки в оцінці дискретного 
інформаційного параметру першого (корисного) сигналу. Результати порівняльного огляду 
алгоритмів розділення двох взаємно неортогональних сигналів двійкової ФМ демонструють 
їх еволюційний характер. Виявлені основні закономірності надають змогу одержувати описи 
процедур розділення сигналів з неспівпадаючими тактовими частотами без виконання 
проміжних процедур обробки сигналу. Поступовий процес ускладнення постановки задач на 
синтез призвів до виявлення поступових закономірностей в структурах алгоритмів розділення-
демодуляції двох сигналів двійкової ФМ, що надає можливість сформулювати напрямки 
подальших досліджень, які мають ґрунтуватись на положеннях теорії багатокористувацького 
детектування. А саме, виявлені закономірності є підґрунтям для проведення подальших 
досліджень з метою розв’язання подібних задач з поступовим подальшим ускладненням 
початкових умов. Першочерговому розгляду в майбутньому підлягають задачі, які мають 
теоретичний інтерес і практичну цінність: коли обидва сигнали характеризуються 
нестаціонарними переривчастими режимами випромінювання та асинхронні за тактовими 
точками; коли вони характеризуються пакетним режимом передачі; коли застосовуються 
смуго-ефективні види модуляції (MSK, GMSK – в першу чергу). 

Ключові слова: теорія багатокористувацького детектування, взаємно неортогональні 
цифрові сигнали, дискретний інформаційний параметр, правило прийняття рішень, 
переривчаста завада, подібна до корисного сигналу, сигнальна функція, апостеріорні 
імовірності. 

 
Постановка проблеми. Потреби в канальному ресурсі для мобільних 

телекомунікаційних систем об’єктивно зростають. Задовільнення цих потреб може досягатись 
декількома шляхами – удосконаленням процедур просторово-часової обробки, протоколів 
випадкового множинного доступу, алгоритмів демодуляції в приймальних пристроях тощо. 

Одним з перспективних шляхів розв’язання проблем, породжуваних зростанням 
вищезазначених потреб, є застосування методів сучасної теорії багатокористувацького 
детектування [1] - [12] та ін., яка передбачає пошук шляхів повторного використання канального 
ресурсу на основі синтезу алгоритмів розділення цифрових сигналів, що характеризуються 
відмінною від нуля їх взаємною енергією на інформаційних тактових інтервалах. 
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Об’єктом дослідження є процеси функціонування цифрових радіоліній в узагальненому 
ресурсі. 

Предметом дослідження є алгоритми розділення двох взаємно неортогональних сигналів 
двійкової ФМ. 

Огляд узагальнює і систематизує відомі на сьогодні результати синтезу алгоритмів 
розділення-демодуляції двох двійкових сигналів ФМ, синхронних та асинхронних за 
тактовими точками та таких, що характеризуються неперервним та переривчастим характером 
випромінювання. 

Результати доцільно використовувати для проведення подальших перспективних 
науково-інженерних досліджень щодо розробки технологічних алгоритмів розділення двох 
взаємно неортогональних сигналів з кутовими видами модуляції. Наведені тут алгоритми 
розділення-демодуляції є підґрунтям для визначення потенційних меж їх завадостійкості в 
подальшому. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Пошуком можливостей повторного 
застосування частотного ресурсу приділяється багаторічна невпинна увага [1] - [12]. Основою 
теоретичних досліджень в зазначеній галузі є теорія багатокористувацького детектування – 
БКД (Multiuser detection theory – MDT [2], [4], [6], [9]) і її відгалуження – статистична теорія 
розділення цифрових сигналів – СТРЦС [1], [3], [5], [7] - [12]. Одним з перспективних напрямів 
розвитку теорії БКД є пошук підоптимальних технологічних алгоритмів розділення двох 
взаємно неортогональних сигналів двійкової кутової модуляції (КМ) та пошук меж їх 
завадостійкості. Тому розвиток суто теоретичних досліджень в даному напрямі 
представляється своєчасним та доречним. 

Метою статті є виявлення поступових закономірностей в структурах алгоритмів 
розділення-демодуляції двох сигналів двійкової ФМ в процесі ускладнення постановки задач 
на синтез та визначення подальших напрямів досліджень з метою визначення потенційних 
меж їх завадостійкості. 

Виклад основного матеріалу дослідження. В теорії БКД для розділення взаємно 
неортогональних сигналів двійкової ФМ вже одержана низка алгоритмів розділення двох 
взаємно неортогональних сигналів двійкової ФМ, взаємопов’язаних постановками задач на 
синтез. Розглянемо їх по черзі. 

1. Сигнали є взаємно синхронними за тактовими точками (канал зв’язку – з 

постійними параметрами, несівні коливання представлені функціями  1,2s t , 

інтегрованими з квадратом; (результат опубліковано в [1]). 
Модель спостереження: 

         1 2

1 21 1 ;
r r

ty s t s t n t          1 2 1, 0,1 ; , .k kr r t t t   

В моделі спостереження  n t  – адитивний білий гаусівський шум (АБГШ) з 

односторонньою спектральною щільністю потужності 0N ; 1,2r  – дискретні інформаційні 

параметри (ДП) сигналу і завади, що передбачаються взаємно неортогональними 
(характеризуються взаємною енергією на довжині інформаційного тактового інтервалу, 
відмінною від нуля). Далі: 

 
 

 
' '

1 2

1 2 1 2

1 2 1 1
' '

1 2 1 2

0 0

exp , /
, / ,

exp , /

t

t

t

r r

p p B r r y
p r r y

p p B r r y
 




 

апостеріорні імовірності станів групового ДП  1 2,Гr r r  формально утвореного дискретними 

параметрами 1 2,r r  сигнала і завади. В [1] застосоване припущення про апріорну 

рівноімовірність станів ДП 1 2,r r : 

 1,2 1,2 1,2 1,2 1,20 ( 1) 0,5,p p r p r     

та про точне знання неінформаційних параметрів несівних коливань  1,2s t . 
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Відповідно, інтеграл від сигнальної функції на довжині інформаційного тактового 

інтервалу: 

         1 2

1

1 2 1 2

0

1
, / 1 1

k

k

t
r r

t t

t

B r r y y s t s t dt
N



      
   

             1 2 1 2

1

1 2 1 2

0

1
2 1 2 1 1 .

k

k

t
r r r r

t t

t

y s t y s t s t s t dt
N



     
   

З урахуванням позначень 

       
1 1 1

2 2

1,2 1,2 1,2 1 1 2

0 0 0

1 2 1
; ; ,

k k k

k k k

t t t

t

t t t

h s t dt b y s t dt R s t s t dt
N N N

  

     

маємо: 

       1 2 1 2

1 2 1 2, / 1 1 1 .
r r r r

tB r r y b b R


       

Тут і далі 2 2

1 2,h h  спростовані, як однакові для всіх апостеріорних імовірностей 

 1 2, / tp r r y . 

Апостеріорні імовірності станів 1r  ДП корисного сигналу: 

     1 1 2 1 20 / 0, 0 / 0, 1/ ;t t tp r y p r r y p r r y        

     1 1 2 1 21/ 1, 0 / 1, 1/ .t t tp r y p r r y p r r y        

Відповідне правило прийняття рішень (ППР): 

   *

1 1 11/ 0 / ;t tr rect p r y p r y       

де    0 1; 0 0.rect x rect x   
 

Конкретизуючи вищезазначений вираз для аргументу ППР, одержуємо (при цьому 

використовуємо операції, що не впливають на його знак): 

       

       

           

   

1 1 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 2

1 2 2 1 2 1 2

1 2 2 1 2

0 / 1/ exp 2 exp 2

exp 2 exp 2 exp exp 2 exp 2

exp exp 2 exp 2 exp 2 exp 2

exp 2 2 exp 2 2

t tp r y p r y b R b b R b

b R b b R b b R b R b

b R b R b b ch R b b ch R b

b ch Rchb sh Rshb b ch Rchb sh Rshb

        

               

           

    

 

2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2 2 ( 2 )

2 2 .

shb ch Rchb chb sh Rshb поділимо на невідємний вираз chb ch Rchb

thb th Rthb b Arth thb th R



   

 

Остаточно маємо: 

 *

1 1 2 2 .r rect b Arth thb th R      (1) 

2. Сигнали є взаємно синхронними за тактовими точками, другий сигнал, що 
заважає – переривчастий (результат опублікований в [3]). 

Модель спостереження: 

         1 2 2
1 2 2

1
1 1 ;

2

r r

t

r
y s t r s t n t

 
      

 
       1 2 10,1 ; 0,1,2 ; , .k kr r t t t    

       2 2 2 20 1 ; 0 1 / 2.в вP p r p r p r p r P         

Інтеграл від сигнальної функції: 

         1 2

1

2
1 2 1 2 2

0

11
, / 2 1 1

2

k

k

t
r r

t t

t

r
B r r y y s t r s t

N
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           1 2 1 22 2
1 2 2 1 2 2

1 1
1 1 1 1

2 2

r r r rr r
s t r s t dt b r b

      
              

    
 

     1 2 2

2

22 2
2 2 2

1 1
1 1 1 .

2 2

r r rr r
r R r h

    
         

   
 

Тут застосовані введені вище позначення. 

Далі, апостеріорні імовірності станів 1r  ДП корисного сигналу: 

       1 1 2 1 2 1 20 / 0, 0 / 0, 1/ 0, 2 / ;t t t tp r y p r r y p r r y p r r y           

       1 1 2 1 2 1 21/ 1, 0 / 1, 1/ 1, 2 / ;t t t tp r y p r r y p r r y p r r y           

Конкретизуючи згідно вищенаведених позначень, маємо: 

         2 2

1 1 2 2 1 2 2 11/ exp 2 exp 2 1 exp ;
2

в
t в

P
p r y b b R h b b R h P b             

 
 

       2 2

1 1 2 2 1 2 2 10 / exp 2 exp 2 1 exp .
2

в
t в

P
p r y b b R h b b R h P b          

 
 

Відповідно, аргумент ППР можна привести до виду: 

         2 2

1 1 1 2 2 2 21/ 0 / exp exp 2 exp 2
2

в
t t

P
p r y p r y b b R h b R h           

 
 

         2 2

1 1 2 2 2 2 11 exp exp exp 2 exp 2 1 exp
2

в
в в

P
P b b b R h b R h P b            

 
 

           2 2

1 2 2 1 1 2 2exp 2 1 exp exp exp 2в в вP b h ch b R P b P b h ch b R           

       2

1 1 2 2 21 exp exp exp 2 2 1в в вP b b h P chb ch R shb sh R P        
 

 

   2

1 2 2 2exp exp 2 2 1в вb h P chb ch R shb sh R P     
 

 

   2 2

1 2 2 1 2 2exp 2 1 exp 2в в вshb h Pchb ch R P chb h P shb sh R      
 

 

  2

2 1 2' exp 2поділимо на невід ємний вираз h chb chb ch R  

 1 22

2 2

1
2

exp 2

в
в в

P
thb P Pthb th R

h chb ch R

 
   

  

 

 
 

2

2 2

2

2 2

exp 2 1
( ' )

exp 2

в вP h chb ch R P
поділимо на невід ємний вираз

h chb ch R

  


 

 
 

2

2 2 2

1 2

2 2

2 2R exp

exp 2 1

в

в в

Pthb th Rchb ch h
thb

P h chb ch R P


 

  
 

( 'поділимо чисельник і знаменник правої частини на невід ємний вираз  

 
    

2

2 2 1 2
2 2 2

2 2

exp 2 ) 2 .
1 1 1 2 exp2

в

в в

P
h chb ch R thb thb th R

P P th b th R h
   

   
 

Тут застосоване співвідношення 
2

1

1
chx

th x



. В результаті ППР отримує вид: 

  *

1 1 2 2 2 ,r rect b Arth K b thb th R       (2) 

де  
    

2
2 2 2

2 2

.
1 1 1 2 exp2

в

в в

p
K b

p p th b th R h
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При 1вP   ППР (2) вироджується в ППР (1), а при 0вP   співвідношення (1) і (2) 

відповідають класичному когерентному прийому сигналу двійкової ФМ. 

3. Сигнали є взаємно асинхронними за тактовими точками (результат 

опубліковано в [10]). 
Модель спостереження: 

       

     

1 21

22

1 1 2 2 1

2 1

1 , 1 ,

1 , ;

r r

t k k k k

r

k k

y s t t t s t t t

s t t t n t

 

 

  



              

       

 

 1 21 22, , 0,1 .r r r   

           1 21 22 1 21 220 0 0 1 1 1 0,5.p r p r p r p r p r p r             

Апостеріорні імовірності станів групового ДП  1 12 22, ,Гr r r r : 

 
 

 
' ' '

1 21 22

1 21 22

1 21 22 1 1 1
' ' '

1 21 22

0 0 0

exp , , /
, , / ;

exp , , /

t

t

t

r r r

B r r r y
p r r r y

B r r r y
  



  
 

Відповідний інтеграл від сигнальної функції: 

             

 

            

   

1 21 22

2

1 21 22

2

1

2

1 21 22 1 2 2

0

2 2 2 2

1 21 22 1 21 22

1 2 2

0

1

1
, , / 1 1 1

, , , , , , /

1
2 1 1 1

1

k

k

k

k

t
r r r

t t

t

t t

t
r r r

t

t

r

B r r r y y s t s t s t dt
N

складові y h h h як такі що однакові для всіх B r r r y

надалі спростуємо y s t s t s t
N

s t





















       
 

      


  





        21 22

2

2 21 1 .
r r

s t s t dt 


 

Конкретизуємо вищезазначені позначення: 

     
1

1 2 1

1 1 21 2 22 2

0 0 0

2 2 2
; ; ;

k k k

k k k

t t t

t t t

t t t

b y s t dt b y s t dt b y s t dt
N N N

 

 



  

 

 

      

       
1

1 1

12 1 2 13 1 2

0 0

1 1
; ;

k k

k k

t t

t t

R s t s t dt R s t s t dt
N N







 





    

     
1

1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 11 12 1 1 1

0 0 0

1 1 1
;

k k k

k k k

t t t

t t t

h h h s t dt s t dt s t dt
N N N







  





        

   
1

1 1

2 2 2 2 2

2 21 22 2 2

0 0

1 1
;

k k

k k

t t

t t

h h h s t dt s t dt
N N







 





      

 2 2 2 2 1312
12 11 21 13 12 22

2 2 2 2

11 21 12 22

; ; 0,1 .
RR

R h h R h h
h h h h

      
 

В результаті: 

           1 21 22 1 21 1 22

1 21 22 1 21 22 12 13, , / 1 1 1 2 1 2 1 .
r r r r r r r

tB r r r y b b b R R
 

           

Тепер запишемо апостеріорні імовірності станів ДП 1r  корисного ЦС у загальному виді: 

     

   

1 1 21 22 1 21 22

1 21 22 1 21 22

1/ 1, 0, 0 / 1, 0, 1/

1, 1, 0 / 1, 1, 1/ ;

t t t

t t

p r y p r r r y p r r r y

p r r r y p r r r y

         

       
 

     

   

1 1 21 22 1 21 22

1 21 22 1 21 22

0 / 0, 0, 0 / 0, 0, 1/

0, 1, 0 / 0, 1, 1/ .

t t t

t t

p r y p r r r y p r r r y

p r r r y p r r r y
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Конкретизуючи, маємо: 

     

   

1 1 21 22 12 13 1 21 22 12 13

1 21 22 12 13 1 21 22 12 13

1/ exp 2 2 exp 2 2

exp 2 2 exp 2 2 ;

tp r y b b b R R b b b R R

b b b R R b b b R R

            

           
 

     

   

1 1 21 22 12 13 1 21 22 12 13

1 21 22 12 13 1 21 22 12 13

0 / exp 2 2 exp 2 2

exp 2 2 exp 2 2 ;

tp r y b b b R R b b b R R

b b b R R b b b R R

          

         
 

Далі, аргумент ППР *

1r  про стан ДП 1r  першого корисного сигналу можна перетворити 

до виду: 

   1 11/ 0 /t tp r y p r y     

 1exp ( 2 )b shshshsh shchshch chshchsh chchchch       

1exp ( )b chchchch shshshsh shchshch chshshch chshchsh      

   1 1shb chchchch shshshsh chb shchshch chshchsh     

 1 21 22 12 13' 2 2поділимо на невід ємний вираз chb chb chb ch R ch R  

 1 21 22 12 13 21 12 22 131 2 2 2 2thb thb thb th R th R thb th R thb th R     

 21 22 12 13' 1 2 2тепер поділимо на невід ємний вираз thb thb th R th R  

21 12 22 13 21 12 22 13
1 1

21 22 12 13 21 22 12 13

2 2 2 2

1 2 2 1 2 2

thb th R thb th R thb th R thb th R
thb b Arth

thb thb th R th R thb thb th R th R

 
   

 
 

   

   
21 12 22 13

1

21 12 22 13

2 2

1 2 2

th Arth thb th R th Arth thb th R
b Arth

th Arth thb th R th Arth thb th R

        
       

 

   1 21 12 22 132 2 .b Arth thb th R Arth thb th R     

Відповідне ППР: 

   *

1 1 21 12 22 132 2 .r rect b Arth thb th R Arth thb th R       (3) 

За умови 12 0R  або 13 0R   одержуємо ППР (1). Тобто, ППР (3) є узагальненням ППР (1). 

4. Сигнали є взаємно асинхронними за тактовими точками, другий сигнал – 

переривчастий (результат опублікований в [11]). 
Модель спостереження: 

       

     

1 21

22

21
1 1 21 2 2 1

22
22 2 1

1
1 , 1 ,

2

1
1 , ;

2

r r

t k k k k

r

k k

r
y s t t t r s t t t

r
r s t t t n t

 

 

  



 
                

 

 
         

 

 

     1 21,22 20,1 , 0,1,2 , , ;k kr r t t t       

   1 10 1 0,5;p r p r         21,22 21,22 21,220 1 ; 2 1 .
2

в
в

P
p r p r p r P        

   1

1 2 21 2 22, ; 0,1,...,17 .k k k

Гr r r r r r     

Тут інтеграл від сигнальної функції: 

         

       

1

2

21 22

1

1 2 2 1 21 22 1 1

0

2

21 22
21 2 2 1 22 2 1

1
/ , , / , , / 1 ,

1 1
1 , 1 , .

2 2

k

k

t
rk k k

Г t t t t k k

t

r r

k k k k

B r y B r r r y B r r r y y s t t t
N

r r
r s t t t r s t t t dt
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Далі використаємо позначення, введені в прикладі 3. При цьому нехтувати величинами 
2 2

21 22,h h
 
тут не можна – другий сигнал, що заважає – переривчастий. Водночас складова 

 
1

2 2

1 2

0

1 k

k

t

t

h s t dt
N



   присутня у всіх показниках ступеня у виразі для апостеріорних 

імовірностей  1 21 22, , / tB r r r y , і нею тут можна знехтувати. 

Для цього прикладу інтеграл від сигнальної функції: 

       1

2

1 21 22 1 1

0

1
, , / 2 1 ,

k

k

t
r

t t k k

t

B r r r y y s t t t
N











   
  

    21 21
21 2 2 1

1
1 ,

2

r

k k

r
r s t t t  

 
       
 

    22 22
22 2 1

1
1 ,

2

r

k k

r
r s t t t 

 
      

 
 

        1 21 21
1 21 2 1 1

1
2 1 1 ,

2

r r

k k

r
s t r s t t t  

  
       

 
    22 22

22 2 1

1
1 ,

2

r

k k

r
r s t t t

  
     

  
 

   21 221
21 2 1 1

1
1 ,

2

r

k k

r
r s t t t  

 
        

 
   21 221

21 2 1 1

1
1 ,

2

r

k k

r
r s t t t  

 
       

 
 

   22 222
22 2 1

1
1 ,

2

r

k k

r
r s t t t dt

  
        

  
 

     1 21 2221 22
1 21 21 22 22

1 1
1 1 1

2 2

r r rr r
b r b r b

    
           

   
 

       

   

1 21 1 22

21 22

21 22
21 12 22 13

2 221 22
21 21 22 22

1 1
2 1 1 2 1 1

2 2

1 1
1 1 .

2 2

r r r r

r r

r r
r R r R

r r
r h r h

    
           

   

    
        
   

 

Введемо позначення, що скорочують записи: 

           1 21,22 21,22

1 1 2 21,22 21,22

1
1 1,1 ; 1 1,1,0 .

2

r r r
r r r 

 
         

 
 

Тоді 

       

           

1 21 22 1 1 1 2 21 21 2 22 22

2 2 2 2

1 1 2 21 12 1 1 2 22 13 2 21 21 2 22 22

, , /

2 2 .

tB r r r y r b r b r b

r r R r r R r h r h

  

     

   

   
 

Відповідно, апостеріорні імовірності станів групового ДП  1 21 22, ,Гr r r r : 

   
 

 

 
 

 
 

2

1 21 22 1 21 22

2

1 22 21 1 21 22

1
/ exp : , , 0,1/ exp : , 0,1; 2 /

8 4

1 1
exp : , 0,1; 2 / exp : 0,1, , 2 / .

4 2

в вв
Г t Г t Г t

в в в

Г t Г t

P PP
p r y B r r r r y B r r r r y

Z Z

P P P
B r r r r y B r r r r y

Z Z


     

 
     

 

Тут Z  – знаменник, однаковий для всіх  /Г tp r y : 

 
 

 

 
 

 
 

1 21 22 1 21

1 22 1

2 1 1 1 1 1

22
0 0 0 0 0

2
1 1 1

21 21 22
0 0 0

1
exp / exp : 2 /

8 4

1 1
exp : 2 / exp : , 2 / .

4 2

в вв
Г t Г t

r r r r r

в в в

Г t Г t
r r r

P PP
Z B r y B r r y

Z Z

P P P
B r r y B r r r y

Z Z

    

  


   

 
   

    

  

 

Надалі його спростуємо, як невід’ємний. 
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Сформуємо апостеріорні імовірності (функціонали правдоподібності) станів ДП 1r  

першого сигналу: 

   
 

 
21 22 21

2 1 1 1

1 1 1 22
0 0 0

1
0 / exp : 0 / exp : 0; 2 /

8 4

в вв
t Г t Г t

r r r

P PP
p r y B r r y B r r r y

  

 
     


  

 
 

 
22

2
1

1 21 1 21,22
0

1
exp : 0; 2 / exp : 0; 2 / ;

2

в

Г t Г t
r

P
B r r r y B r r r y




     




   
 

 
21 22 21

2 1 1 1

1 1 1 22
0 0 0

1
1/ exp : 1/ exp : 1; 2 /

8 4

в вв
t Г t Г t

r r r

P PР
p r y B r r y B r r r y

  

 
     


    

 
 

 
22

2
1

1 21 1 21,22
0

1
exp : 1; 2 / exp : 1; 2 / .

2

в

Г t Г t
r

P
B r r r y B r r r y




     


  

ППР для двійкового ДП корисного ЦС має відомий вид (див. попередні приклади): 

   *

1 1 11/ 0 / .t tr rect p r y p r y       

Тепер одержимо аргумент ППР в явному виді: 





2
2 2

1 1 1 21 22 12 13 21 22

2 2 2 2

21 22 12 13 21 22 21 22 12 13 21 22

2 2

21 22 12 13 21 22 1 21 22 12 13

( 1/ ) ( 0 / ) exp( ) exp( 2 2 )
8

exp( 2 2 ) exp( 2 2 )

exp( 2 2 ) exp exp( 2 2

в
t t

P
P r y P r y b b b R R h h

b b R R h h b b R R h h

b b R R h h b b b R R h

         

             

           

 

2 2

21 22

2 2 2 2

12 22 12 13 21 22 12 22 12 13 21 22

2 2
2 2 2

21 22 12 13 21 22 1 21 12 21

2 2

21 12 21 22 13 22 2

)

exp( 2 2 ) exp( 2 2 )

(1 )
exp( 2 2 ) exp( ) exp( 2 )

4

exp( 2 ) exp( 2 ) exp(

в в

h

b b R R h h b b R R h h

P P
b b R R h h b b R h

b R h b R h b

 

             


           

        

  

2

2 13 22

2 2 2

1 21 12 21 21 12 21 22 13 22

2 2
2

22 13 22 1 1

2 )

exp exp( 2 ) exp( 2 ) exp( 2 )

(1 )
exp( 2 ) exp( ) exp ;

2

в

R h

b b R h b R h b R h

P
b R h b b

  

          


      

 

Після еквівалентних перетворень, що не впливають на знак аргументу ППР, маємо: 
2

1 1 1 21 22 12 13

2 2

21 22 12 13 2 21 12 21

2 2 2

22 13 22 1 21 22 12 13

21 22

( 1/ ) ( 0 / ) ( 2 2

2 2 )exp( ) (1 )( 2 exp( )

2 exp( ) (1 ) ) ( 2 2

t t в

в в

в в

P r y P r y shb P chb chb ch R ch R

shb shb sh R sh R h P P chb ch R h

chb ch R h P chb P shb chb sh R ch R

chb shb c

    

     

       





2 2

12 13 2 21 12 21

2 2

22 13 22 1 21 22 12 13

2 2

21 22 12 13 2 21 12 21

22 13 2

2 2 )exp( ) (1 )( 2 exp( )

2 exp( )) ( 2 2

2 2 )exp( ) (1 )( 2 exp( )

2 exp(

в в

в

в в

h R sh R h P P shb sh R h

shb sh R h b Arth P shb chb sh R ch R

chb shb ch R sh R h P P shb sh R h

shb sh R h

    

      

     

 



2 2

2 21 22 12 13

2 2

21 22 12 13 2 21 12 21

2 2

22 13 22

) / ( 2 2

2 2 )exp( ) (1 )( 2 exp( )

2 exp( )) (1 ) .

в

в в

в

P chb chb sh R ch R

shb shb sh R sh R h P P chb ch R h

chb ch R h P

   

     

    

 

Поділимо чисельник і знаменник аргументу функції (.)Arth  на невід’ємний вираз: 
2 2 2 2 2

21 22 12 13 2 21 12 21 22 13 222 2 exp( ) (1 )( 2 exp( ) 2 exp( ) (1 ) .в в в вP chb chb ch R ch R h P P chb ch R h chb ch R h P       

Попередньо чисельник чисельника перекомпоновуємо в дві складові: 
2 2

21 12 21 22 13 222 exp( ) 2 exp( ) 1в в вP shb sh R h Pchb ch R h P        
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2 2

22 13 22 21 12 212 exp( ) 2 exp( ) 1 .в в вP shb sh R h Pchb ch R h P      
 

Відповідно, знаменник чисельника представимо двічі: 

– або у виді (перший варіант): 
2 2 2 2

21 12 21 22 13 22 22 13 222 exp( )[ 2 exp( ) (1 )] 2 exp( )(1 ) (1 ) ;в в в в в вPсhb сh R h Pchb ch R h P Pсhb сh R h P P          

– або у виді (другий варіант): 
2 2 2 2

22 13 22 21 12 21 21 12 212 exp( )[ 2 exp( ) (1 )] 2 exp( )(1 ) (1 ) .в в в в в вPсhb сh R h Pchb ch R h P Pсhb сh R h P P          

Дві складові чисельника аргументу функції (.)Arth  перетворимо окремо. 

Першу частину чисельника поділимо на перший варіант представлення знаменника: 





2 2

21 12 21 22 13 22

2 2 2 2

21 12 21 22 13 22 22 13 22

2 exp( ) 2 exp( ) 1
.

2 exp( ) 2 exp( ) 1 2 exp( )(1 ) (1 )

в в в

в в в в в в

P shb sh R h Pchb ch R h P

Pсhb сh R h Pchb ch R h P Pсhb сh R h P P

   

        

 

Далі поділимо чисельник і знаменник першої частини загального чисельника на  
2

22 13 222 exp( ) (1 ) 0 :в вPсhb сh R h P     





2

21 12 21

2

22 13 222

21 12 21 2

22 13 22

2

21 12 21

2

21 12 21

2 exp( )

2 exp( ) 1 (1 )
2 exp( )

2 exp( ) 1

2 exp( )
.

2 exp( ) (1 )

в

в в в

в

в в

в

в в

P shb sh R h

Pchb ch R h P P
Pсhb сh R h

Pchb ch R h P

P shb sh R h

Pсhb сh R h P




     
   




  

 

Тепер ділимо чисельник і знаменник одержаного виразу на 2

21 12 212 exp( ) 0 :сhb сh R h   

21 12
2 2

21 12 21

2 .
(1 ) (1 )(1 2 )exp2

в

в в

P
thb th R

P P thb th R h   
 

Другу складову загального чисельника поділимо на другий варіант знаменника: 





2 2

22 13 22 21 12 21

2 2 2 2

22 13 22 21 12 21 21 12 21

2 exp( ) 2 exp( ) 1
.

2 exp( ) 2 exp( ) 1 2 exp( )(1 ) (1 )

в в в

в в в в в в

P shb sh R h Pchb ch R h P

Pсhb сh R h Pchb ch R h P Pchb ch R h P P

   

         

 

Поділимо тепер чисельник і знаменник одержаного виразу на 
2

21 12 212 exp( ) (1 ) 0 :в вPсhb сh R h P     





2

22 13 22

2

21 12 212

22 13 22 2

21 12 21

2 exp( )

2 exp( ) 1 (1 )
2 exp( )

2 exp( ) (1 )

в

в в в

в

в в

P shb sh R h

Pchb ch R h P P
Pсhb сh R h

Pchb ch R h P




     
   

 

2

22 13 22

2

22 13 22

2 exp( )
.

2 exp( ) (1 )

в

в в

P shb sh R h

P сhb сh R h P




  
 

Тепер поділимо чисельник та знаменник цього виразу на 2

22 13 222 exp( ) 0 :сhb сh R h   

22 13
2 2

22 13 22

2 .
(1 ) (1 )(1 2 )exp2

в

в в

P
thb th R

P P thb th R h   
 

В результаті чисельник аргументу ППР має вигляд: 

21 12
2 2

21 12 21

2
(1 ) (1 )(1 2 )exp2

в

в в

P
thb th R

P P thb th R h


   
 

22 13
2 2

22 13 22

2 .
(1 ) (1 )(1 2 )exp2

в

в в

P
thb th R

P P thb th R h


   
 

Продовжимо підготовку до застосування формули .
1

x y
Arth Arthx Arthy

xy
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Поділимо знаменник правої частини аргумента ППР під (.)Arth  на той же вираз, що і 

чисельник: 



 

 

2 2

21 22 12 13 21 22 12 13 2

2 2

21 12 21 22 13 22

2 2 2

21 22 12 13 2 21 12 21

22 13

( 2 2 2 2 )exp( )

(1 ) 2 exp( ) 2 exp( ) 1 /

/ 2 2 exp( ) (1 ) 2 exp( )

2

в

в в в в

в в в

в

P chb chb ch R ch R shb shb sh R sh R h

P P chb ch R h Pchb ch R h P

P chb chb ch R ch R h P P chb ch R h

Pchb ch R

  

      

    

 

 

2

22

2 2

21 22 12 13 2

2 2

21 22 12 13 2

2 2

21 12 21 22 13 22

exp( ) 1

2 2 exp( )
1 .

2 2 exp( )

2 exp( ) 2 exp( ) 1 (1 )

в

в

в

в в в в

h P

P shb shb sh R sh R h

P chb chb ch R ch R h

P chb ch R h Pchb ch R h P P

   


 

 

      

 

Поділимо чисельник і знаменник цього виразу на 2

21 12 22 13 22 2 exp( ) 0 :сhb сh R сhb сh R h   



2

21 22 12 13

2 2 2 2 2 2 2

22 13 22 21 12 21

2 2 2 2 2

21 12 22 13 2

21 12
2 2

21

2 2
1

(1 ) (1 )(1 2 )exp2 (1 )(1 2 )exp2

(1 ) (1 )(1 2 )(1 )(1 2 )exp2

1 2
(1 ) (1 )(1 2

в

в в в в

в

в

в в

P thb thb th R th R

P P P th b th R h P th b th R h

P th b th R th b th R h

P
thb th R

P P th b th

 
       

     

 
    2

12 21

22 13
2 2 2

22 13 22

)exp2

2 .
(1 ) (1 )(1 2 )exp2

в

в в

R h

P
thb th R

P P th b th R h




   

 

В результаті ППР в явному виді: 

1 1 .
1

r rect b Arth
 



  
   

 
 

Тут 

21 12
2 2 2

21 12 21

2 ;
(1 ) (1 )(1 2 )exp2

в

в в

P
thb th R

P P th b th R h
 

   
 

22 13
2 2 2

22 13 22

2 .
(1 ) (1 )(1 2 )exp2

в

в в

P
thb th R

P P th b th R h
 

   
 

Насамкінець 

1 1 21 12
2 2 2

21 12 21

( 2
(1 ) (1 )(1 2 )exp2

в

в в

P
r rect b Arth thb th R

P P th b th R h


 
    
     

                (4) 

22 13
2 2 2

22 13 22

2 .
(1 ) (1 )(1 2 )exp2

в

в в

P
Arth thb th R

P P th b th R h

 
 
     

  

Одержане ППР (4) є узагальненням ППР (2). 

5. Сигнали є взаємно синхронними за тактовими точками, обидва сигнали – 

переривчасті (результат опублікований в [12]). 

Модель спостереження припускає, що мають місце зіткнення пари сигналів користувачів 

з двох різних за потужністю груп, представимо у вигляді:  

             1 2

1 1 1 2 221 1 / 2 1 1 / 2 ;
r r

ty r sr t r r s t n t           
   

 

 1, ; 1, 2,...; 0,1,2; 1,2.k k it t t k r i     

В припущені статистичної незалежності значень ДП 1 2,r r  і попарної рівноймовірності 

ЦС, які відповідають наявності випромінювання, тобто  
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1
( 0) ( 1) (1 ( 2)) ;

2 2

в
i i i

P
p r p r p r        1,2;i   

апостеріорні ймовірності значень групового ДП при когерентному прийомі визначаються 
співвідношеннями 

1 2 1 2

1 1

1
exp ( , )

4[( 0,1; 0,1) / ] ;
в в

t

P P B r r
P r r y

Z
      

1 3 1 1 2

1 3 1

1
(1 )exp ( , )

2[( 0,1; 2) / ] ;
в

t

P P B r r
P r r y

Z






    

1 2 1 2
1 2

(1 )(1 )exp ( , )
[( 2) / ] .в в

t

P P B r r
P r r y

Z

 
    

Тут з урахуванням моделі спостереження і введених  раніше позначень 

1 2 1 2

1 2 1

1 1 1

1 2 1 2
0 0 0

1 1
exp ( , ) (1 ) exp ( , )

4 2
в в в в

r r r

Z P P B r r P P B r r
  

         

1 2 1 2

2

1

1 2 1 2
0

1
(1 ) exp ( , ) (1 )(1 )exp ( , );

2
в в в в

r

P P B r r P P B r r


      

А інтеграл від відповідної сигнальної функції 

 1 2

1
1 1 1 2 22 21

0

2 [( 1) (1 ) / 2] ( ) [( 1) (1 ) / 2]
1

( , ) ( )
k

k

t r r

tt
B y r r s t r r s tr r

N 

          

 1 2( )

1 1 1 2 2 2[( 1) (1 ) / 2] ( ) [( 1) (1 ) / 2] ( ) .r rr r s t r r s t dt         

Апостеріорні імовірності станів корисного ЦС 1r  у загальному виді: 

1 1 2 1 2 1 2( 0 / ) ( 0, 0 / ) ( 0, 1/ ) ( 0, 2 / );t t t tp r y p r r y p r r y p r r y           

1 1 2 1 2 1 2( 1/ ) ( 1, 0 / ) ( 1, 1/ ) ( 1, 2 / );t t t tp r y p r r y p r r y p r r y           

1 1 2 1 2 1 2( 2 / ) ( 2, 0 / ) ( 2, 1/ ) ( 2, 2 / )t t t tp r y p r r y p r r y p r r y           

1

2

1 2 1 1 2 2

0

1
( , ) [ ( , ) ( , )]
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В результаті ППР в явному виді 

1 1 1 1 1 12 ( ) ( ) ( ) [1 ( ) ( )].r rect b rect b rect b rect b rect b                             (5) 

Одержане ППР (5) є узагальненням ППР (2). 

Насамкінець зазначимо наступне. Якщо 1вP , 2вP  – невідомі, то слід визначати 1 2 0,5в вP P 

. Тоді  
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. 

Представлений тут огляд процедур когерентного розділення ЦС, оптимальних за 

критерієм мінімуму імовірності помилки в оцінці ДП корисного сигналу, обмежений 

прикладами, коли конфліктують взаємно неортогональні сигнали – з класичною двійковою 

ФМ. На сьогодні також відомі результати синтезу алгоритмів розділення-демодуляції, 

оптимальних за вищезазначеним критерієм, коли сигнали характеризуються двійковою ФМ 

[7], коли один з сигналів (менш потужний) обробляється некогерентно [5], коли тактові 

частоти сигналів не співпадають [3], [7]; коли сигналів, що заважають – більш одного [3]. 

Окремо зазначимо тут, що всі алгоритми розділення-демодуляції, які синтезовані методами 

статистичної теорії розділення ЦС [1], [3], [5] - [12], як відгалуження в теорії 

багатокористувацького детектування призводять до найкращих результатів в завадостійкості, 

коли миттєві потужності сигналів, відрізняються на 6 дБ або більше [1], [3], [7] - [11]. 

Висновки. 1. Результати порівняльного огляду алгоритмів розділення двох взаємно 

неортогональних сигналів двійкової ФМ демонструють їх еволюційний характер. Виявлені 

основні закономірності надають змогу одержувати описи процедур розділення сигналів з 
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неспівпадаючими тактовими частотами без виконання проміжних процедур обробки сигналу. 

Наприклад, коли тактові точки корисного сигналу співпадають з деякими точками сигналу з 

більшою тактовою частотою, то компенсуюча складова в аргументі ППР буде містити точно 

N  компонентів виду (.)Arth , де N  – відношення довжини інформаційного тактового 

інтервалу корисного довільного сигналу до довжини тактового інтервалу сигналу, що заважає, 

і його вплив підлягає компенсації. 

2. Одержані результати є підґрунтям для проведення подальших досліджень з метою 

розв’язання подібних задач. Першочерговому розгляду в майбутньому підлягають задачі, які 

мають теоретичний інтерес і практичну цінність: 

– коли обидва сигнали характеризуються нестаціонарним переривчастим режимом 

випромінювання; 

– коли вони асинхронні за тактовими точками; 

– коли вони характеризуються пакетним режимом передачі; 

– коли застосовуються смуго-ефективні види модуляції (MSK, GMSK – в першу 

чергу). 

3. На окрему увагу заслуговує аналіз чутливості алгоритмів розділення до точності 

оцінки неінформаційних параметрів сигналів, що підлягають розділенню, в першу чергу 

енергетичних. 
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VIKTOR YEROKHIN, 
OLEKSANDR VAKULENKO 
 
EVOLUTOIN OF ALGORITHMS FOR SEPARATION OF OPTIMAL TWO 

MUTUALLY UNORTHOGONAL SIGNALS OF BINARY PHASE MODULATION 
 
A review of the results of the development of the methodology for the synthesis of the 

separation-demodulation algorithms of two mutually non-orthogonal binary phase modulation signals 
in the length of the information clock interval, synchronous and asynchronous according to the clock 
points, with continuous and intermittent radiation. The evolution of algorithms for optimal separation 
of two mutually non-orthogonal signals of binary phase modulation has the following sequence: signals 
are mutually synchronous by clock points (communication channel – with constant parameters, non- 
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seeding oscillations are represented by functions integrated with the square; the signals are mutually 
synchronous in clock points, the second interfering signal is intermittent; signals are mutually 
asynchronous in clock points; the signals are mutually asynchronous in clock points, the second 
interfering signal is intermittent; signals are mutually synchronous in clock points, both signals are 
discontinuous. At the same time, the minimum probability of an error in the estimation of the discrete 
information parameter of the first (useful) signal was assumed as the optimality criterion. The results 
of a comparative review of algorithms for the separation of two mutually non-orthogonal binary FM 
signals demonstrate their evolutionary nature. The identified main regularities make it possible to 
obtain descriptions of signal separation procedures with mismatched clock frequencies without 
performing intermediate signal processing procedures. The gradual process of complicating synthesis 
tasks led to the discovery of gradual regularities in the structures of the separation-demodulation 
algorithms of two binary FM signals, which provides an opportunity to formulate directions for 
further research, which should be based on the provisions of the theory of multi-user detection. 
Namely, the revealed regularities are the basis for conducting further research in order to solve similar 
problems with the gradual further complication of the initial conditions. Priority consideration in the 
future will be given to tasks that have theoretical interest and practical value: when both signals are 
characterized by non-stationary intermittent emission modes and are asynchronous in clock points; 
when they are characterized by packet transmission mode; when band-efficient types of modulation 
are used (MSK, GMSK – first of all). 

Keywords: multiuser detection theory, mutually non-orthogonal digital signals, discrete 
information parameter, decision-making rule, intermittent noise similar to useful signal, integral of 
signal function, a posteriori probabilities. 
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ОЛЕНА МАВРІНА 
 
МЕТОДИКА КОНСТРУКТИВНОГО СИНТЕЗУ АНТЕННОЇ СИСТЕМИ ЗАСОБУ 

РАДІОЗВ’ЯЗКУ ПОБУДОВАНОЇ НА НИЗЬКОРОЗТАШОВАНИХ ВИПРОМІНЮВАЧАХ 
 
Останні роки суттєвої модернізації зазнають системи радіозв’язку. Це стосується як 

проєктування й розробки нових засобів зв’язку так і удосконалення та модернізації існуючих 
та розробки нових антенно-фідерних пристроїв до них. Загальною особливістю мереж 
радіозв’язку є суттєва залежність основних характеристик об’єктів зв’язку від типу та параметрів 


